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分散処理環境における数値シミュレーションの静的負荷分散手法

山 下 真 史y 市 川 周 一y

処理能力の異なる複数のプロセッサ (PE)からなる分散処理環境上で，通信時間と計算時間の双方を考
慮して並列数値シミュレーションを静的に負荷分散する手法について述べる．この問題を，各計算ブロッ
クへの PEの分配と， PEの処理能力に合わせた計算ブロックの分割，という 2段階に分けて解決する．
いずれの問題も計算が極めて困難なので，分枝限定法や近似アルゴリズムを利用して現実的な時間内で解
を求める．シミュレーションによれば，ブロック数 8，プロセッサ数 24という条件下で提案する近似アル
ゴリズムの誤差は最適解から約 5%であった．近似解の求解時間は現状の計算機でも 1秒未満と充分実用
的である．

Static load-balancing for distributed processing of numerical
simulations

Shinji Yamashita and Shuichi Ichikaway

This paper describes a static load-balancing scheme for parallel numerical simulations on
distributed computing environment, which usually has a variety of processing elements (PEs).
This problem is solved by the following two steps: (1) PEs are distributed among computing
blocks, (2) then each computing block is split for each PE to minimize processing time of the
whole simulation, considering both of computation and communication. As this problem is
a kind of combinatorial optimization which is very hard to solve, this paper also shows some
algorithms which gives good approximation in reasonable time.

1. は じ め に

市川ら1) は，偏微分方程式 (PDE)の並列求解システ
ム NSLを例にとって通信時間と計算時間の双方を考慮
する静的負荷分散法を示した． NSL2) では PDEを差
分式に変換して陽解法で解く．計算対象となる物理領域
は，境界適合法とマルチブロック法によって，相互に接
続された複数の矩形の計算領域 (ブロック)に写像される
(図 1)．
各ブロックは 2次元に配列された格子点からなり，各

格子点上では PDEに対応した差分式が計算される．差
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図 1 計算領域 (ブロック)
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分式の計算には近隣の格子点のデータが必要であるが，
NSLで採用している陽の差分式では時刻 tにおける各格
子点の計算に相互のデータ依存性がなく，全て並列に実
行することができる．従って，各ブロックを複数の要素
プロセッサ (PE)に割り当てることで差分式の計算を並
列に実行できる．ただし，各時間ステップの計算後には
格子点の値を交換するために PE間通信が発生する．論
文 1)は，このような並列計算モデルに関して実行時間
を最小にする静的負荷分散法を論じている．
論文 1)では並列計算機の利用を前提としているので，

PEの構成・性能が全て等しいと仮定していた．しかし
近年注目されている PCクラスタなどの分散処理環境で
は，一般にこの仮定が成り立たない．本研究では， PE

の性能が不均一な分散処理環境に論文 1)の静的負荷分
散法を拡張する方法について論ずる．

2. 計算モデル

本研究で扱う計算モデルは論文 1)の計算手順 1を，
分散環境に適応するよう拡張したものである．本章のモ
デルと論文 1)のモデルの最も大きな相違は，並列計算
機の PEは区別の必要がないのに対し，分散環境では
PEの能力が不均一なので全てのプロセッサを区別する
必要があるという点である．



2

B
i

H
i

W
i

Bs
0

Bs
1

Bs
2

Bs
3

図 2 ブロックの分割

2.1 負荷分散法の概要
以下，ブロック数をm， PE数を nとして，計算負

荷を分散する方法を考える．なお本研究では論文 1)と同
じくm � nと仮定し，各ブロックに対して 1つ以上の
PEを割り当てる．ブロックを担当する PEが複数ある
場合，ブロックを PEの数に分割して，それぞれの断片
(サブブロック)を PEに割り当てることにする (図 2)．
分割にあたってはサブブロックは必ず矩形にするとす

る．自由な形状に分割することを許すと，通信時間が増
大したり並列処理ソフトウェアが複雑化する可能性があ
る．逆に矩形であればベクトル処理等による高速化も期
待できる．同様な理由により，複数のブロックから同一
の PEにサブブロックを割り当てることを禁じる．この
制限によって負荷分散の質は若干損なわれるが，並列処
理ソフトウェアの構造は単純になり，また通信時間や計
算時間のモデル化が容易になるため負荷分散や最適化が
精度良く行えると考えられる．このような制限のない一
般的な負荷分散に関しては，現在別に研究中である3)．
本研究の目的である負荷分散問題を解くためには，ま

ず部分問題として，「ブロックを担当するPE(1つ以上)
が決まったとき通信時間と計算時間の両方を考慮して処
理時間が最小になるようにブロックを分割する方法」を
求めなければならない．この部分問題については 3章で
検討する．この部分問題が解決すれば，あとは「n個の
区別のあるプロセッサをm個の区別のあるグループに
分割する方法のうちから実行時間を最短にする組合せを
選ぶ」という組合せ最適化問題に帰着される．この組合
せ最適化問題は O(nmmn�m)の探索空間を持つと考え
られ，極めて計算が困難な問題である． 4章では，この
最適化問題が分枝限定法4)5) の採用により実用的な時間
で解けることを示す．また，精度が良く実行時間の短い
近似アルゴリズムに関しても説明する．
2.2 評価関数について
本研究の目的は，分散処理環境で数値シミュレーショ

ンの実行時間を最小化することである．したがって，本
研究では実行時間T を評価関数とする．既に述べたよう
に，本論文の計算モデルでは各 PEがサブブロック 1つ
を担当するので，対応する PEとサブブロックに同じ添
字 iを付けて区別する．最も実行時間の長いサブブロッ
クがクリティカルパスとなるため，PE数を nとすれば
全体の実行時間 T は以下の式で表される．TiはPEiの
実行時間である．

T = max
i

Ti (i = 0; 1; : : : ; n � 1) (1)

Ti = Tai + T ci (2)

計算時間 Tai はサブブロック Bsiの格子点数 Sai の
一次関数であるとする．

Tai = CtaiSai +Dtai (3)

ここでCtaiは格子点あたりの計算時間である．PEiの
処理速度が個別に違うので， Ctai も PE毎に異なる．
Dtai はサブブロックの計算による遅延を表す定数項で
ある．
通信時間Tciは通信量Sciの一次関数と見積もれるの

で，
T ci = CtcSci + CniDtc (4)

となる．本論文では問題を単純化するために，小規模
PCクラスタなど均一なネットワークを持つ環境を仮定
することとする．従って帯域幅 Ctc，通信による遅延
Dtcはすべての PEで等しいと仮定した． Cni はサブ
ブロックBsiのPE間通信の数で，サブブロックの配置
によって異なる．例えば，図2のBs0ではCn0 = 3と
なる．通信量 Sciは，サブブロックの縦横の格子点数を
それぞれ hi; wiとするとき以下の式で表される1)．

Sci = 2� (hi +wi + 2�) (5)

3. ブロック内の負荷分散

本章では，単一のブロックを処理能力の異なる複数の
PEに割り当てるためのブロック分割方法について検討
する．このブロック分割は，図形的制約のある一種の組
合せ最適化である．例えば図 2のように分割するとき，
各サブブロックの辺長は整数でなければならない (整数
制約)．しかも各サブブロックをパズルのように組み合
わせて元のブロックが構成できなければならない (図形
的制約)．ブロック全体の実行時間を最小化するには，
通信と計算を考慮して，各 PEの実行時間の最大のもの
が最小となるようなブロック分割を求めれば良い．
しかしこのような最適化問題を解くのは極めて困難で

ある．そこで本研究では，ヒューリスティックを用いた
近似的分割法を検討する．近似的分割法としては以下の
2つをとりあげるが，いずれも切断面が直線であると通
信量が減るという直観に従って，計算量のバランスを取
りながら再帰的に直線分割していく手法である．これは
一般に RB (Recursive Bisection)6)7) と呼ばれる方法
の一種である．これらの近似アルゴリズムの結果と，緩
和問題を解いて求めた下界値を比較して，近似的分割法
の精度を評価する．ここでは紙数の都合上，基本的なア
イディアだけを紹介する．
3.1 近似的分割法
3.1.1 分割法 1 (type1)

PEを 2つのグループに分け，グループ全体の処理速
度に比例した格子点数が分配されるよう，ブロックを直
線的に二分する．このときブロックの縦方向と横方向の
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図 3 近似的分割法の分割例

うち通信量の少ない方向に切る．これを 1グループ 1PE

になるまで再帰的に繰り返す．分割例を図 3の type1に
示す． 1回目から 4回目までの分割線を，線の種類で図
中に示した．
3.1.2 分割法 2 (type2)

PEが n個あるとき，まずPEを bpnc個のグループ
に分ける．各グループの処理能力に応じて， bpnc � 1

本の平行な直線でブロックを分割する．この時も縦横の
うち通信量の少ない方向に切る．これ以後は，各グルー
プに対して分割法 1を適用する．分割例を図 3の type2

に示す．分割法 2は同じ能力の PEが多数あるとき効果
があると考えられる．
3.1.3 局所的負荷調整
分割法 1と分割法 2では計算時間の均衡だけを考えて

分割している．そのため PEの処理能力が大きいと，対
応するサブブロックの格子点数も大きくなり，結果的に
通信量も増加する．通信性能は PEの能力によらずネッ
トワークで決まるので，計算時間が均等になるように分
割すると速い PEほど通信時間が大きくなって合計処理
時間が平均より大きくなってしまう．そこで処理時間を
元に近似的分割を求めた後，大きなサブブロックから隣
接するサブブロックに一部の格子点を移動して局所的負
荷調整を行う (図 4)．
( 1 ) 各ブロックの中で実行時間が最大のサブブロック

Bsiを求める
( 2 ) Bsiと隣接しているサブブロックの中で実行時間

が最小のサブブロックBsj を求める
( 3 ) Bsi とBsj の実行時間が均等になるように Bsi

の格子点をBsj に移動
( 4 ) (1)から (3)を繰り返す
( 5 ) 移動できる格子点がなくなったら終了
ただし，サブブロックの境界の形によって格子点を移動
できるサブブロックが限られる．図 2の場合は， Bs0

と Bs1，Bs2とBs3 の間でのみ格子点の移動が可能で
ある．
3.2 緩 和 問 題
近似的分割法の評価基準として，緩和問題を解いて実

行時間の下界値を求める．緩和問題は以下のように定義
する．
� サブブロックの辺長は整数で無くても良い．
� サブブロックの面積の和が元のブロックと等しけれ
ば良い．

一番目の条件で整数条件を外し，二番目で図形的制約を

iT jT=

Bsi BsjBsk

iT jT> kT >

Bsi
BsjBsk

図 4 局所的負荷調整

外す．この緩和問題では格子点数は減らない (計算時間
は減らない)ので，通信時間を最小にすると実行時間が
最小になる．従って，各サブブロックを正方形にして計
算量に対する通信量を最小にし，さらに各プロセッサで
の計算時間と通信時間の和が最小になるように格子点数
を割り当てれば良い．この問題は非線形計画問題である
が，整数制約がなく評価関数が凸なので，簡単に解くこ
とができる．
3.3 評 価 結 果
図 5と図 6に，以上の近似的分割法の適用結果を示

す．図中の type1は分割法1， type2は分割法2， local

は局所的負荷調整を行ったものを示す．結果は下界値を
1として正規化してある．
図 5では，全ての PEで Ctai = 0:01とし，ブロッ

クはW = 500;H = 400として， PEの台数を変えな
がら近似アルゴリズムの精度を検証した．分割法 2は分
割法 1より精度が良いが，局所的負荷調整を適用しても
それ以上の改善がない．
図 6では， PEの能力が不均一な場合について検討し

た．PE数は10で，Ctaiの内訳は表1の通りである．シ
ミュレーションではブロックの縦横比をW : H = 5 : 4

に保持したままブロックのサイズを変化させて近似解の
精度を調べた．ここでは分割法 1と 2でほとんど差がな
い．しかしどちらも局所的負荷調整による改善が見られ
る．
これらの結果から，分割法 2が分割法 1より優れてい

ると判断した．

4. ブロック間の負荷分散

本研究では各ブロックへの最適なPEグループの割り
当てと最適なブロック分割を行って，実行時間を最小に
することを目的としているが，第 3章で述べたように，
最適なブロック分割を求めるのは困難である．そのた
め，第 3章の近似的分割法により得られたブロック分割

表 1 PEの内訳
Ctai 台数

0.0100 3

0.0050 3

0.0033 2

0.0025 1

0.0020 1
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図 6 PEの能力が不均一な場合

が最適なものと仮定してその上で実行時間を最小にする
ことを考える．
4.1 分枝限定法
前にも述べたように，この問題の探索空間は膨大であ

るため，すべての組合せを調べることは現実的でない．
そこで分枝限定法4)5)を用いて探索空間を制限する．
暫定解を �T，最適解を �，第 3章で用いた下界値を

Tlower とすると，
�T � � � Tlower (6)

が成り立つ．既に 3.2節で下界が求まっているので，
Tlower にはその下界値を用いればよい．ある組合せに対
して Tlower を計算し，その値が暫定解 �T より大きいと
きは，その組合せで最適解が得られる可能性はない．ま
た，目的関数 T は式 (1)により求められるので，あるサ
ブブロックの実行時間 Ti が暫定解より悪くなった時点
で他のサブブロックの計算を打ち切る．もし �T よりよい
実行可能解を得られれば， �T を更新する．こうして動的
に探索範囲を狭めることができる．
4.2 プロセッサ分配の近似アルゴリズム
分枝限定法では，暫定解が悪いと探索空間が広くな

り，暫定解の更新がますます難しくなる．そのため探索
の初期から比較的最適解に近い暫定解を用いることが，
探索時間を短縮する鍵となる．このため精度の良い近似
アルゴリズムが必須となる．近似アルゴリズムでは短時
間で実行可能な解を求めることが必須で，解の質がよ
く，精度保証があることが望ましい．
本研究ではヒューリスティックによる近似アルゴリズ

ムを用いる．精度保証はないが，短時間で実行可能な解
が求まる．この近似アルゴリズムと局所探索によって得

られた実行可能解を分枝限定の暫定解の初期値とする．
近似アルゴリズムの評価は第 5章で行う．
4.2.1 近似アルゴリズム 1

簡単な近似アルゴリズムとして次のようなものが考
えられる．ブロックを格子点数で降順にソートする．
PEは Ctai で昇順にソートする (処理速度で降順ソー
ト)．そして PEi を Bj (j = i mod m)に割り当てる
(図 7)．これを近似アルゴリズム 1(approx1)とする．
4.2.2 近似アルゴリズム 2

次に各ブロックの計算量と各 PEの性能の不均一性
を考慮し，計算量の多いブロックから順に速い PEを割
り当てていく方法を考える．これも近似アルゴリズム
1と同じように，ブロックと PEをソートする．ブロッ
ク Bi の格子点が全体の格子点に占める割合を RBi，
PEiの処理速度が全体の処理速度 (総和)に占める割合
を RPEi は，

RBi = HiWi

�m�1X
j=0

HjWj (7)

RPEi =
1

Ctai

. n�1X
j=0

1

Ctaj
(8)

となる．図 8の矩形の大きさはそれぞれその割合を示し
ている．ブロックの割合 RBi の大きい順に下の手順で
PEを割り当てる (図 8)．
( 1 ) 初期値 i = 0; j = 0

( 2 ) Biに PEj を割り当て，RBi := RBi �RPEj

を計算
( 3 ) まだ PEが 1つも割り当てられていないブロッ

ク数m � i � 1と，まだ割り当てられていない
PEの数 n� j � 1が等しくなったら，それらの
ブロックにPEを 1つずつ順番に割り当てて終了

( 4 ) j := j + 1

( 5 ) RBi > 0なら (2)へ
RBi � 0なら (6)へ

( 6 ) i := i + 1して (2)へ
( 7 ) 全 PEをいずれかのブロックに割り当てたら終了
これで各ブロックに最低 1個の PEが割り当てられる．
これを近似アルゴリズム 2(approx2)とする．
4.2.3 近似アルゴリズム 3

また，近似アルゴリズム 2に多少の変更を加えた

BLOCK

PE

PE0 PE1 PE2 PE3

PE5
PE

4

B0 B1 2B B3

図 7 近似アルゴリズム 1
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図 9 近似アルゴリズム 3

ものを考える．近似アルゴリズム 2 と同じように，
RBi; RPEiを計算し，降順にソートする．そして以下
の手順でサブブロックに PEを割り当てる (図 9)．
( 1 ) 初期値 i = 0; j = 0

( 2 ) Biに PEj を割り当て，RBi := RBi �RPEj

を計算
( 3 ) まだ PEが 1つも割り当てられていないブロッ

クの数と，まだ割り当てられていない PEの数
n� j � 1が等しくなったら，それらのブロック
に PEを 1つずつ割り当てて終了

( 4 ) RBが最大のサブブロックBkを求め， i := kと
する

( 5 ) j := j + 1して (2)へ
( 6 ) 全 PEをいずれかのブロックに割り当てたら終了
これで各ブロックに最低 1個の PEが割り当てられる．
これを近似アルゴリズム 3(approx3)とする．
4.3 局 所 探 索
これらの近似アルゴリズムにもブロック分割と同様に

局所探索を行う．
( 1 ) 近似アルゴリズムにより PE のグループ

Pi(i = 0; 1; : : : ;m � 1)を得る
( 2 ) 各ブロックBiをPiで分割 (i = 0; 1; : : : ;m� 1)

( 3 ) 各サブブロックの実行時間Tj(j = 0; 1; : : : ; n�1)
を計算

( 4 ) その中から実行時間が最小のサブブロック Bsa

を持つブロックBAと，最大のサブブロックBsb

を持つブロックBB を探す
Bsa 2 BA; Bsb 2 BB (A 6= B)

( 5 ) PA の要素で Ctai が一番大きなものを PB に加
える

( 6 ) PA の要素で Ctai が一番大きなものと PB の要
素でCtaが一番小さなものを入れ替える

( 7 ) (5)か (6)で T が改善されたら，良い方を選択し

て， PAと PB を更新し (2)へ
( 8 ) T が改善されなくなったら終了

5. 評 価

5.1 評 価 方 法
数値シミュレーションにより本研究で提案した手法を

評価する．ブロック数m， PE数 n， PEの処理速度
CtaiとブロックサイズHi;Wiを変えながらシミュレー
ションを行い，分枝限定法で求めたブロック分割と，近
似アルゴリズムで求めた分割結果の比較を行った．
ブロック数はm = 4; 8の 2通りとし， PE数 nは 4

の倍数として， 4から 4つずつ増やした．それ以外のパ
ラメータは表 2の通りである． PEの処理速度 Ctai は
表 2に示す通り 4種類とし， Cta0; Cta1; Cta2; Cta3

をそれぞれ n=4台ずつとした．またDtai はプロセッサ
によらず同一とした．これらのパラメータは実装依存で
あるが，本研究では特定の実装によらず一般的と思われ
る値を設定した．
ブロック Bi の縦方向の格子点数Hi，横方向の格子

点数Wi(図 2)は，以下の条件に合わせて乱数で生成し
た．最適化問題の解はデータ依存であるため，各 (m;n)

について 20回の試行を行い平均値をとって評価する．
100 � Hi;Wi � 1000 (9)

Hi;Wi � 0 (mod 10) (10)

5.2 近似アルゴリズムの精度
第 4.2節で述べた近似アルゴリズムを，分枝限定法で

求めた最適解と比較して評価する．ただし各ブロック内
での負荷分散には，第 3章の分割法 2による解を用いて
いる．図 10にm = 4，図 11にm = 8の近似アルゴ
リズム精度を示す．図中の localは各アルゴリズムに局
所探索を行った結果である．結果は最適解を 1として正
規化してある．
図 10(m = 4)では nがmより大きくなるほど近似解

の精度が良くなっていることがわかる． approx2,3とも
最適解との誤差が約 10%以内に収まっている．さらに
局所探索により数%の改善が見られる． 3つの局所探
索により得られた近似解のうち，最も良いものをとった
ものが図中の best e�ortである． best e�ortでは最適
解との誤差が 2,3%以内に収まっている．図 11(m = 8)

では nがmに対してそれほど大きくないので近似解の
精度が安定していない．しかし局所探索により，誤差が
5%くらいまで改善されている．best e�ortではm = 4

の場合と同じく， 2,3%くらいの誤差である．
図 10と図 11より，これら 3つの近似アルゴリズムと

表 2 パラメータ一覧
名前 値 名前 値

Cta0 0.0050 Ctc 0.2

Cta1 0.0033 Dtc 0.1

Cta2 0.0025 Dtai 10.0

Cta3 0.0020 � 1
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局所探索によって得られた近似解は最適解から 2,3%の
誤差であり，十分な精度が得られていることがわかる．
5.3 負荷分散の所要時間
次に最適解の求解時間を図 12に示す．実行時間は

データ依存なので，ブロックを乱数で生成し 20回の試
行の平均時間で評価する．図中の approx. は 3つの近
似アルゴリズムの合計実行時間を示し， optimization

は最適解を求めるのに要した時間である (ただし近似
アルゴリズムの実行時間は除く)．測定に使用した計算
機環境は Intel Pentium2 400MHz，主記憶 256MB，
FreeBSD 3.1，GNU Cコンパイラ (ver 2.7)である．
近似アルゴリズムの実行時間，組合せ最適化の実行時

間ともに nが増えると指数的に増大している．しかし組
合せ最適化の実行時間の増大率は近似アルゴリズムを上
回っており， nが増えるにつれ近似アルゴリズムとの
差が大きくなっているのがわかる．近似アルゴリズムの
実行時間は，最適化と比べると十分に実用的な時間であ
る．
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図 10 PE数 nと近似アルゴリズム精度 (m=4)
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図 11 PE数 nと近似アルゴリズム精度 (m=8)
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図 12 シミュレーションの実行時間

以上の結果から，精度と実行時間の両面で本論文で提
案する近似アルゴリズムの有用性が確認された．

6. お わ り に

本研究では分散処理環境における数値シミュレーショ
ンの静的負荷分散法について検討した．分散処理環境は
最適化の対象として考えたとき自由度が非常に大きく，
また通信などのモデル化が非常に難しい．今後，どのよ
うなモデルが現実的であるか，またどのような条件で評
価すべきなのか，実測を含めてさらに検討してゆく必要
がある．
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